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Obi£ne diferencijalne jednadºbe

Uvodni pojmovi

Diferencijalne jednadºbe su jednadºbe oblika:

f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 (1)

(ovdje je y = y(x)), dakle one koje sadrºe osim same funkcije y(x) i njezine
derivacije.

Primjer 1 Dane su diferencijalne jednadºbe prvog, drugog i £etvrtog reda:

a) y′ + 2xy − y3 = 0,

b) xy′′ + x
ln y − 2 sinx = 0,

c) y(4) − 2y′′ +
√

y + 3x = 0.

Iz primjera je jasno da je red diferencijalne jednadºbe jednak najve¢em stup-
nju derivacije koja se u jednadºbi pojavljuje. Neka funkcija predstavlja rje²enje
diferencijalne jednadºbe ako ju zadovoljava, tj. ako kad uvrstimo odgvaraju¢e
parametre s lijeve strane (1) s desne zaista dobijemo nulu.

Primjer 2 Provjerite da je funkcija y(x) = 5x2 rje²enje sljede¢e diferencijalne
jednadºbe: xy′ = 2y.

Rje²enje: Imamo xy′ − 2y = 0. U na²em primjeru je y′(x) = 10x. Sada
uvr²tavamo na²e funkcije u jednadºbu:

xy′ − 2y = x · 10x− 2 · 5x2 = 10x2 − 10x2 = 0

pa je y = 5x2 zaista rje²enje dane dif. jednadºbe.

Zadatak 1 Provjerite da li su navedene funkcije rje²enja zadanih dif. jednadºbi:

a) y′′ = y2 + x2, y(x) = 1
x ,

b) y′′ + y = 0, y(x) = 3 sinx− 4 cos x,

c) y′′ − 2y′ + y = 0, y1(x) = xex, y2(x) = x2ex

d) (x + y)dx + xdy = 0, y(x) = C2−x2

2x

Napomena: Kao i uvijek, vrijedi y′ = dy
dx i to tako shva¢amo pa je npr

y′ + x2 = y isto ²to i dy + x2dx = ydx.
Ako je zadana neka diferencijalna jednadºba, grafove njenih rje²enja nazi-

vamo integralnim krivuljama. Ponekad su zadane porodice krivulja i zanima
nas koja je njihova pripadna dif. jednadºba. Nju nalazimo tako da jednadºbu
zadane porodice deriviramo dok ne do�emo u mogu¢nost konstante izrazimo
preko x, y, y′, y′′, . . . i time jednadºba familije krivulja postane oblika (1). Dakle,
moramo derivirati onoliko puta koliko imamo nezavisnih konstanti.

Primjer 3 Na�ite diferencijalnu jednadºbu porodice parabola zadane s y(x) =
Cx2. Skicirajte tu porodicu.
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Rje²enje: Traºimo prvo dif. jednadºbu, deriviramo jedanput (jer je jedna
konstanta) pa imamo:

y′(x) = 2Cx ⇒ C =
y′

2x

Sada to uvr²tavamo u po£etnu jednadºbu na²ih krivulja da se rije²imo konstante
i dobivamo izraz:

y =
y′

2x
x2 ⇒ y =

y′x

2
²to je traºena diferencijalna jednadºba te familije krivulja. Rije£ je o£ito o svim
parabolama s tjemenom u ishodi²tu:

Zadatak 2 Odredite diferencijalne jednadºbe sljede¢ih familija krivulja i skici-
rajte te familije:

a) y(x) = Cx,

b) y(x) = C1(x− C2)2,

c) y(x) = Cex,

d) x2 + y2 = C.

Separacija varijabli, homogene jednadºbe

Diferencijalne jednadºbe rje²avaju se razli£itim metodama. Mi ¢emo raditi samo
one najjednostavnije. Ve¢ini tih metoda cilj je diferencijalnu jednadºbu na ovaj
ili onaj na£in (npr supstitucijom) svesti na oblik koji zovemo: diferencijalna
jednadºba sa separiranim varijablama. Taj oblik znamo direktno rije²iti.
Naime, kod separiranih varijabli imamo situaciju da se jednadºba moºe zapisati
ovako:

y′ = g(y)f(x)

gdje funkcija g ima za varijablu samo y, a funckija f samo x (otuda i naziv
"separirane varijable"). Sada g(y) prebacujemo na suprotnu stranu a y′ za-
pi²emo kao dy

dx i dobivamo:

1
g(y)

dy

dx
= f(x) ⇒ dy

g(y)
= f(x)dx.

Zadnju jednakost moºemo sada integrirati i dobiti rje²enje.
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Primjer 4 Rije²ite diferencijalnu jednadºbu: xyy′ = 1− x2.

Rje²enje: To je o£ito slu£aj separiranih varijabli, imamo:

xyy′ = 1− x2 ⇒ y′ =
1
y
· 1− x2

x

pa je g(y) = 1
y a f(x) = 1−x2

x . Prebacujemo g na suprotnu stranu i integriramo:

ydy =
1− x2

x
dx ⇒

∫
ydy =

∫
1− x2

x
dx.

Rije²imo integrale i dobivamo:

y2

2
= ln x− x2

2
+ C.

Obi£no rje²enja i ostavljamo u ovakvom implicitnom obliku jer je eksplicitni
oblik ponekad nemogu¢e dobiti. Rje²enje koje je u implicitnom obliku nazivamo
jo² i integralom jednadºbe. Gornja konstanta C upu¢uje na to da imamo
£itavu familiju rje²enja ustvari. Njihovi grafovi daju gore spomenute familije
integralnih krivulja.

Zadatak 3 Rije²ite sljede¢e diferencijalne jednadºbe sa separiranim varijablama:

a) xy′ − y = y3,

b) y′ = − y
x ,

c) y′ sinx = y ln y,

d) (tanx)dy − ydx = 0.

Kao ²to vidimo, rje²enja diferencijalnih jednadºbi prvog reda nisu jedinstvena
ve¢ imamo jednu proizvoljnu konstantu (vidi i kod integralnih krivulja, dobijemo
£itavu porodicu njih). Ako uzmemo jednadºbu drugog reda, dobit ¢emo dvije
proizvoljne konstante, za onu tre¢eg reda tri itd. Stoga rje²enja dif. jednadºbe
zovemo i op¢im rje²enjem. Ako ºelimo jedinstveno rje²enje, moramo dodati
neke zahtjeve kao ²to su vrijednosti rje²enja y = y(x) (ili neke njegove derivacije)
u nekoj specijalnoj to£ki. Da bi imali jedinstveno rje²enje, tih uvjeta mora biti
koliki je stupanj jednadºbe i oni se zovu po£etni uvjeti. Rje²enje koje njih
zadovoljava zove se partikularno rje²enje.

Primjer 5 Na�ite partikularno rje²enje koje zadovoljava sljede¢e po£etne uvjete:
(1 + ex) · y · y′ = ex, y(0) = 1.

Rje²enje: Rje²avamo prvo zadanu diferencijalnu jednadºbu:

(1 + ex) · y · y′ = ex ⇒ dy

dx
=

1
y
· ex

1 + ex

pa slijedi: ∫
ydy =

∫
ex

1 + ex
dx ⇒ y2

2
= ln(1 + ex) + C.
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Koristimo po£etni uvjet da odredimo konstantu C:

1
2

=
y2(0)

2
= ln(1 + e0) + C = ln 2 + C ⇒ C =

1
2
− ln 2

i traºeno partikularno rje²enje je:

y2

2
= ln(1 + ex) +

1
2
− ln 2.

Zadatak 4 Na�ite partikularno rje²enje koje zadovoljava sljede¢e po£etne
uvjete:

a) (xy2 + x)dx + (x2y − y)dy = 0, y(0) = 1,

b) y′ sinx = y ln y, y(π
2 ) = 1,

c) y′ = − y
x , y(1) = 2.

Prije�imo sada na novu grupu jednadºbi kao primjer jednadºbi koje se jed-
nostavnom supstitucijom svode na jednandºbe sa separiranim varijablama: ho-
mogene diferencijalne jednadºbe. To su one jednadºbe koje moºemo za-
pisati u sljede¢em obliku:

y′ = f
(y

x

)
. (2)

Supstitucija je y = u ·x gdje je u = u(x) nova nepoznata funkcija i onda imamo
y′ = u′ · x + u.

Primjer 6 Na�ite op¢e rje²enje jednadºbe y′ = y
x − 1.

Rje²enje: O£ito je rije£ o homogenoj jednadºbi (2) gdje je f(t) = t − 1.
Uvodimo supstituciju y = ux i dobivamo:

u′ · x + u = u− 1 ⇒ u′ = − 1
x

odnosno ∫
du = −

∫
1
x

dx ⇒ u = − lnx + lnC.

Sada je y = u · x = (− lnx + lnC)x = x ln C
x .

Primjer 7 Za jednadºbu (x2 + y2)dx = 2xydy na�ite porodicu integralnih
krivulja i izdvojite one krivulje koje prolaze kroz to£ku (4, 0) odnosno (1, 1).

Rje²enje: Imamo:

(x2 + y2)dx = 2xydy ⇒ y′ =
1
2

(
x2

xy
+

y2

xy

)
=

1
2

(
x

y
+

y

x

)
.

To je homogena jednadºba (2) za f(t) = 1
2 (t−1 + t). Supstitucija y = u · x nam

daje:

u′ · x + u =
1
2

(
1
u

+ u

)
⇒ u′ · x =

1
2u
− 1

2
u ⇒ u′ · x =

1
2
· 1− u2

u
.
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Stoga imamo:∫
u

1− u2
du =

1
2

∫
dx

x
⇒ −1

2
ln(1−u2) =

1
2

lnx−lnC ⇒ ln(1−u2) = − ln(x)+ln C

pa je 1− C
x = u2 ²to daje: y2

x2 = 1− C
x ⇒ y2 = x2−Cx. Jer je C proizvoljna

konstanta, moºemo to zapisati i ovako: y2 = x2−2Cx ⇒ (x−C)2−y2 = C2.
Integralne krivulje su o£ito hiperbole:

Na�imo sada integralnu krivulju koja prolazi to£kom (4, 0). To je ustvari graf
rje²enjak koje zadovoljava po£etni uvjet y(4) = 0. Kad to uvrstimo u op¢e
rje²enje dobivamo:

(4− C)2 − y2(4) = C2 ⇒ (4− C)2 = C2 ⇒ 16− 8C = 0

²to zna£i da je C = 2, odnosno rije£ je o hiperboli (x− 2)2 − y2 = 4:

Drugi po£etni uvjet nam daje y(1) = 1 pa za konstantu C dobivamo:

(1− C)2 − y2(1) = C2 ⇒ (1− C)2 − 1 = C2

iz £ega slijedi C = 0. Ovaj put dobivamo x2 − y2 = 0 degeneriranu hiperbolu,
²to su ustvari pravci y = ±x:
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Zadatak 5 Integrirajte diferencijalne jednadºbe:

a) y′ = −x+y
x ,

b) (x− y)ydx− x2dy = 0,

c) ydx + (2
√

xy − x)dy = 0,

d) xdy − ydx =
√

x2 + y2dx.

Linearne diferencijalne jednadºbe prvog reda

Diferencijalnu jednadºbu oblika:

y′ + P (x)y = Q(x) (3)

nazivamo linearnom (jer sadrºi samo y i y′ a ne i neke druge £lanove kao npr y2

ili sin y). Da bi njih rije²ili koristit ¢emo novu metodu koju nazivamo metoda

varijacije konstanti. Ona se bazira na sljede¢em:

1) rije²imo prvo pripadnu homogenu jednadºbu odnosno

y′ + P (x)y = 0.

Kao ²to vidimo, to je slu£aj varijable sa separiranim varijablama pa dobi-
vamo

dy

y
= −P (x)dx ⇒ ln y = −

∫
P (x)dx + lnC.

Stoga je rje²enje homognene jednadºbe:

y = C · e−
∫

P (x)dy. (4)

2) Rje²enju homogene jednadºbe moramo nekako dati slobodu mijenjanja da
ga moºemo prilagoditi nehomogenoj jednadºbi. Po²to je jedino C u (4)
proizvoljan, od njega napravimo funkciju C(x) pa ¢emo rje²enje nehomo-
gene traºiti u obliku y(x) = C(x)e−

∫
P (x)dx. �elimo da ono zadovoljava

(3) pa nam treba i njegova derivacija:

y′(x) = C ′(x)e−
∫

P (x)dx − C(x)P (x)e−
∫

P (x)dx.
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Uvrstimo dobiveno u (3) i imamo:

C ′(x)e−
∫

P (x)dx − C(x)P (x)e−
∫

P (x)dx + P (x)C(x)e−
∫

P (x)dx = Q(x) ⇒
⇒ C ′(x)e−

∫
P (x)dx = Q(x).

i iz toga lako izra£unamo integriranjem traºeni C(x) koji potom uvrstimo
u y(x) = C(x)e−

∫
P (x)dx i dobijemo rje²enje nehomogene jednadºbe.

Primjer 8 Na�ite op¢i integral jednadºbe y′ − y
x = x.

Rje²enje: Ovdje je o£ito P (x) = − 1
x a Q(x) = x. Sprovodimo gornji

postupak:

1) pripadna homogena jednadºba je:

y′ − y

x
= 0

²to daje

dy

y
=

dx

x
⇒ ln y = ln x + lnC ⇒ y = C · x.

2) konstanta C postaje funkcija pa rje²enje nehomogene traºimo u obliku
y = C(x)x. Deriviranje daje y′ = C ′(x)x + C(x) pa iz uvr²tavanja y i y′

u y′ − y
x = x dobivamo:

C ′(x)x + C(x)− C(x)x
x

= x ⇒ C ′(x)x = x ⇒ C ′(x) = 1

i o£ito je C(x) = x + D pa je kona£no rje²enje y = x(x + D).

Primjer 9 Na�ite partikularno rje²enje koje zadovoljava sljede¢e uvjete: xy′ +
y − ex = 0, y(a) = b.

Rje²enje: Prvo jednadºbu prebacujemo u oblik (3) da prepoznamo P (x) i
Q(x):

y′ +
y

x
=

ex

x
⇒ P (x) =

1
x

, Q(x) =
ex

x
.

Sada je pripadna homogena jednadºba y′ + y
x = 0 i njeno rje²enje je:

dy

y
= −dx

x
⇒ ln y = − lnx + lnC ⇒ y =

C

x
.

Prema tome, rje²enje nehomogene traºimo u obliku: y = C(x)
x i onda je y′ =

C′(x)x−C(x)
x2 . Uvr²tavamo to u po£etnu jednadºbu i slijedi:

C ′(x)
x

− C(x)
x2

+
C(x)
x2

=
ex

x
⇒ C ′(x) = ex

pa je kona£no op¢e rje²enje y = ex+D
x . Ostaje na¢i partikularno tj. odrediti

konstantu D iz uvjeta y(a) = b. Imamo

b = y(a) =
ea + D

a
⇒ D = ab− ea
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i partikularno rje²enje je y = ex+ab−ea

x .

Zadatak 6 Na�ite op¢a rje²enja jednadºbi:

1) dy
dx + 2y

x = x3,

2) y′ − y tanx = cos x,

3) y′ − y
1−x2 = 1 + x.

Zadatak 7 Na�ite partikularna rje²enja jednadºbi koja zadovoljavaju navedeni
uvjet:

1) y′ − y
1−x2 = 1 + x, y(0) = 0,

2) y′ − y tanx = 1
cos x , y(0) = 0.
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