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Obic¢ne diferencijalne jednadzbe

Uvodni pojmovi

Diferencijalne jednadZbe su jednadzbe oblika:

f(x7y7yl7y//a-~-,y(n)) =0 (]_)

(ovdje je y = y(z)), dakle one koje sadrZze osim same funkcije y(x) i njezine
derivacije.

Primjer 1 Dane su diferencijalne jednadzbe prvog, drugog i ¢etvrtog reda:
a) ¥ +2zy —y® =0,
b) zy” + ﬁ —2sinx = 0,

¢) yW — 29" +/y + 3z =0.

Iz primjera je jasno da je red diferencijalne jednadzbe jednak najveéem stup-
nju derivacije koja se u jednadzbi pojavljuje. Neka funkcija predstavlja rjeSenje
diferencijalne jednadzbe ako ju zadovoljava, tj. ako kad uvrstimo odgvarajuce
parametre s lijeve strane (1) s desne zaista dobijemo nulu.

Primjer 2 Provjerite da je funkcija y(x) = 522 rjeSenje sljedece diferencijalne
jednadzbe: zy’ = 2y.
Rjesenje: Imamo xy’ — 2y = 0. U naSem primjeru je y'(x) = 10x. Sada
uvrStavamo nase funkcije u jednadzbu:
xy —2y =10z —2- 52% = 102% — 102> = 0

pa je y = b2? zaista rjeSenje dane dif. jednadzbe.

Zadatak 1 Provjerite da li su navedene funkcije rjesenja zadanih dif. jednadzbi:

a) ¥ =y* +a? y) = ¢

x?

)
b) y// +y= 0’ y(x) = 3sinx — 4COS$,
)y =2y +y =0, yi(z) = we”, yo(x) = 2"
d) (@ +y)de + ady = 0, y(x) = C52°

Napomena: Kao i uvijek, vrijedi 3/ = % i to tako shva¢amo pa je npr

Y + 22 =y isto §to i dy + 2%dx = ydz.

Ako je zadana neka diferencijalna jednadzba, grafove njenih rjeSenja nazi-
vamo integralnim krivuljama. Ponekad su zadane porodice krivulja i zanima
nas koja je njihova pripadna dif. jednadzba. Nju nalazimo tako da jednadzbu
zadane porodice deriviramo dok ne dodemo u moguénost konstante izrazimo
preko z,y,y’,y", ... i time jednadzba familije krivulja postane oblika (1). Dakle,
moramo derivirati onoliko puta koliko imamo nezavisnih konstanti.

Primjer 3 Nadite diferencijalnu jednadzbu porodice parabola zadane s y(x) =
Cz?. Skicirajte tu porodicu.



Rjesenje: Trazimo prvo dif. jednadzbu, deriviramo jedanput (jer je jedna
konstanta) pa imamo:

!

()=20c = C=2L

y'(z) 97

Sada to uvrstavamo u pocetnu jednadzbu nagih krivulja da se rijesimo konstante

i dobivamo izraz: )

_Y =2 Y
= — —_ < __
2x 2
§to je trazena diferencijalna jednadzba te familije krivulja. Rije¢ je o¢ito o svim
parabolama s tjemenom u ishodistu:

Y = vy

N W

Zadatak 2 Odredite diferencijalne jednadzbe sljedeéih familija krivulja i skici-
rajte te familije:

a) y(z) = Cu,

b) y(z) = Ci(x — Ca)?,
¢) y(x) = Ce”,

d) 2> +y*=0C

Separacija varijabli, homogene jednadzbe

Diferencijalne jednadZbe rjeSavaju se razli¢itim metodama. Mi ¢emo raditi samo
one najjednostavnije. Veéini tih metoda cilj je diferencijalnu jednadzbu na ovaj
ili onaj nadin (npr supstitucijom) svesti na oblik koji zovemo: diferencijalna
jednadZba sa separiranim varijablama. Taj oblik znamo direktno rijesiti.
Naime, kod separiranih varijabli imamo situaciju da se jednadzba moze zapisati
ovako:

Y =gy f(x)

gdje funkcija g ima za varijablu samo y, a funckija f samo z (otuda i naziv
"separirane varijable"). Sada g(y) prebacujemo na suprotnu stranu a y’ za-
piSemo kao % i dobivamo:

= X di: xT)ax
sar 1@ = gy =@

Zadnju jednakost mozemo sada integrirati i dobiti rjeSenje.



Primjer 4 Rijesite diferencijalnu jednadzbu: xyy =1 — z2.

Rjesenje: To je ocito sluc¢aj separiranih varijabli, imamo:

ryy =1—-2> = o =

paje g(y) = % af(z)= % Prebacujemo ¢ na suprotnu stranu i integriramo:

1— 2
ydy = —"—da ydy =
Rijesimo integrale i dobivamo:
2 2
% =Inz - % +C.

Obi¢no rjesenja i ostavljamo u ovakvom implicitnom obliku jer je eksplicitni
oblik ponekad nemoguce dobiti. Rjesenje koje je u implicitnom obliku nazivamo
jo§ i integralom jednadZbe. Gornja konstanta C' upucuje na to da imamo
¢itavu familiju rjeSenja ustvari. Njihovi grafovi daju gore spomenute familije
integralnih krivulja.

Zadatak 3 Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe sa separiranim varijablama:

a) zy' —y =y’

) @

b) y

¢) y'sinz =ylny,
)

d) (tanz)dy — ydx = 0.

Kao §to vidimo, rjeSenja diferencijalnih jednadzbi prvog reda nisu jedinstvena
ve¢ imamo jednu proizvoljnu konstantu (vidi i kod integralnih krivulja, dobijemo
¢itavu porodicu njih). Ako uzmemo jednadzbu drugog reda, dobit ¢emo dvije
proizvoljne konstante, za onu treceg reda tri itd. Stoga rjeSenja dif. jednadzbe
zovemo i opéim rjeSenjem. Ako Zelimo jedinstveno rjeSenje, moramo dodati
neke zahtjeve kao §to su vrijednosti rjesenja y = y(z) (ili neke njegove derivacije)
u nekoj specijalnoj tocki. Da bi imali jedinstveno rjeSenje, tih uvjeta mora biti
koliki je stupanj jednadzbe i oni se zovu pocetni uvjeti. RjeSenje koje njih
zadovoljava zove se partikularno rjesenje.

Primjer 5 Nadite partikularno rjeSenje koje zadovoljava sljedece pocetne uvjete:
(I+e®)-y-y=e”, y0)=1
Rjesenje: RjeSavamo prvo zadanu diferencijalnu jednadzbu:
dy

1
1 I'./:x —N _— = — .
(I+e")-y-y =e -y 11

pa slijedi:

/d —/ ¢ dr = ﬁ—ln(l—kem)—i—C’
VW= ] Txer 2 '



Koristimo pocetni uvjet da odredimo konstantu C":

IR 1
Ezyé)zln(l—&—eo)—i—C:hﬂ—i—C = C’=§—1n2

i trazeno partikularno rjesenje je:
2

1
%:ln(l—&—em)—i—i—lnz

Zadatak 4 Nadite partikularno rjeSenje koje zadovoljava sljedeée pocetne
uvijete:

a) (zy?+ x)dx + (2%y — y)dy = 0, y(0) =1,
b) y'sinz =ylny, y(§)=1,
c) v =—-4, y(1)=2.

Prijedimo sada na novu grupu jednadzbi kao primjer jednadzbi koje se jed-
nostavnom supstitucijom svode na jednandzbe sa separiranim varijablama: ho-
mogene diferencijalne jednadZbe. To su one jednadzbe koje moZemo za-
pisati u sljede¢em obliku:

y=1(%) (2)

Supstitucija je y = u - = gdje je u = u(z) nova nepoznata funkcija i onda imamo
y =u - x+u.

Primjer 6 Nadite opce rjeSenje jednadzbe 3’ = £ — 1.
Rjesenje: Ocito je rije¢ o homogenoj jednadzbi (2) gdje je f(t) = ¢t — 1.
Uvodimo supstituciju y = uz i dobivamo:

1
vortu=u—1 = u=-=
x

odnosno )
/du:—/fda: =u=—Inz+1InC.
T

Sadajey=u-z=(—lnz+InC)z =2z <.

Primjer 7 Za jednadzbu (22 + y?)dr = 2xydy nadite porodicu integralnih
krivulja i izdvojite one krivulje koje prolaze kroz toc¢ku (4,0) odnosno (1,1).
Rjesenje: Imamo:

1 2 2 1
(2% +y?)dx = 2zydy = y,_<x+y>_<m+y>'
2\zy wy 2\y =

To je homogena jednadzba (2) za f(t) = 3(t~* 4 t). Supstitucija y = u -z nam
daje:

, 1/1 , 1 1 , 1 1—-u?
u-rtu=-|—+u = U r=_——zu = U -Tr=_- .
2 \u 2



Stoga imamo:

1 d 1 1
/71 7uu2 du = 3 ?x = —3 In(1—u?) = §lnx—lnC =  In(1—u?) = —In(z)+InC

paje 1—< = u? §to daje: g—z =1-¢ = 42 =22—Cz. Jerje C proizvoljna

xT
konstanta, mozemo to zapisati i ovako: y? = 2?—2Cr = (2—C)?—y? = C2.
Integralne krivulje su ocito hiperbole:

Nadimo sada integralnu krivulju koja prolazi tockom (4,0). To je ustvari graf
rjeSenjak koje zadovoljava pocetni uvjet y(4) = 0. Kad to uvrstimo u opce
rjeSenje dobivamo:

4-0)P—y*4)=C* = (A-0)P=C* = 16-8C=0

§to znaci da je C' = 2, odnosno rijec je o hiperboli (z — 2)? — y? = 4:

Drugi pocetni uvjet nam daje y(1) = 1 pa za konstantu C dobivamo:
1-0)P2—y*(1)=C* = (1-0)?-1=C"

iz Gega slijedi C' = 0. Ovaj put dobivamo 22 — y? = 0 degeneriranu hiperbolu,
§to su ustvari pravci y = £a:



Zadatak 5 Integrirajte diferencijalne jednadzbe:

a‘) y/ = _Izya

b) (z —y)ydr — x*dy = 0,
¢) ydx + (2,/zy — x)dy = 0,

d) zdy — ydx = \/x? + y?dz.

Linearne diferencijalne jednadZbe prvog reda
Diferencijalnu jednadzbu oblika:
y' + Pla)y = Q(x) (3)

nazivamo linearnom (jer sadrz samo y i ¢’ a ne i neke druge ¢lanove kao npr y?2
ili siny). Da bi njih rijesili koristit ¢emo novu metodu koju nazivamo metoda
varijacije konstanti. Ona se bazira na sljede¢em:

1) rijesimo prvo pripadnu homogenu jednadzbu odnosno

y' + P(z)y = 0.
Kao §to vidimo, to je slu¢aj varijable sa separiranim varijablama pa dobi-
vamo J
W paydr = my—- / P(z)dz + In C.
Y

Stoga je rjeSenje homognene jednadzbe:

Yy = C e f P(m)dy (4)

2) Rjesenju homogene jednadzbe moramo nekako dati slobodu mijenjanja da
ga mozemo prilagoditi nehomogenoj jednadzbi. Posto je jedino C' u (4)
proizvoljan, od njega napravimo funkciju C'(z) pa ¢emo rjeSenje nehomo-
gene traziti u obliku y(z) = C(z)e~/ P@4dr  Zelimo da ono zadovoljava
(3) pa nam treba i njegova derivacija:

y'(z) = C’(:E)e_f P(z)dr _ C(m)P(x)e_f P(z)dz



Uvrstimo dobiveno u (3) i imamo:

C'(z)e= I P@dr _ 0(z)P(z)e= I P@d 4 p()C(a)e ] P@E = Q(z) =
= C'(x)e” I P@dr — (g).

i iz toga lako izracunamo integriranjem trazeni C(x) koji potom uvrstimo
u y(x) = C(z)e~ ] P@)d= i dobijemo rjesenje nehomogene jednadzbe.

Primjer 8 Nadite opd¢i integral jednadzbe y' — £ = .
Rjesenje:  Ovdje je o¢ito P(z) = —1 a Q(z) = z. Sprovodimo gornji
postupak:

1) pripadna homogena jednadzba je:
y -2 =0
x

§to daje

d d
gy:?x = hy=hz+IhC = y=C- =z

2) konstanta C' postaje funkcija pa rjeSenje nehomogene trazimo u obliku
y = C(x)z. Deriviranje daje ¢y = C'(z)x + C(x) pa iz uvr$tavanja y i ¢’
uy' — £ =z dobivamo:

C(z)x

C'(z)z + C(z) — — =T = C'z)r=2 = CC(r)=1

i ocito je C(z) = z + D pa je konatno rjesenje y = z(x + D).

Primjer 9 Nadite partikularno rjeSenje koje zadovoljava sljedece uvjete: xy’ +
y—e*=0, yla) =bh.

Rjesenje: Prvo jednadZbu prebacujemo u oblik (3) da prepoznamo P(z) i
QL) )

e 1 e’
y+2i=2 = P(x)=—, Q(z) = —.
X T X X
Sada je pripadna homogena jednadzba 3’ + £ = 0 i njeno rjeSenje je:
d d C
Y_ T oo Iny=-Inz+InC = y=—.
y x x

C(z)

x

Prema tome, rjeSenje nehomogene trazimo u obliku: y = ionda je y =

w. Uvrtavamo to u pocetnu jednadzbu i slijedi:

— + — = C/($)=€'T

pa je kona¢no opdée rjeSenje y = EI%D Ostaje naci partikularno tj. odrediti
konstantu D iz uvjeta y(a) = b. Imamo
e+ D

b=y(a) = " = D=ab-e"




e+ab—e”
—

i partikularno rjesenje je y =
Zadatak 6 Nadite opca rjeSenja jednadzbi:
T
2) y' —ytanx = cosz,

3y —Ls=1+uz.

1—x2

Zadatak 7 Nadite partikularna rjesenja jednadzbi koja zadovoljavaju navedeni
uvjet:

]-) y/ - 172/12 =1+uz, y(O) =0,

2) ¢y —ytanx = %, y(0) = 0.



